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Aufgabe 1. [10 Punkte]
(a) Bestimmen Sie ggT(1071,462).

(b) Bestimmen Sie r, s € Z, sodass r - 462 + s - 1071 = ggT(1071,462).

Aufgabe 2. [10 Punkte]

Bestimmen Sie alle Losungen & = (1, 2o, x3,24) | € (Z/TZ)* des folgenden linearen Gleichungssystems iiber Z /77
und geben Sie die Losungsmenge an:
120 5\ (" 1
315 2% =4
5036/ | 0
T4

(Beachten Sie, dass alle Zahlen als Restklassen in Z/7Z zu verstehen sind.)

Aufgabe 3. [4 + 4 + 2 = 10 Punkte]

3 -2 =2
SeiA=10 1 0 | €Q®*3 gegeben.
1 -1 0

(a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von A und die zugehorigen Eigenrdume.

(b) Entscheiden Sie, ob A diagonalisierbar ist und geben Sie gegebenenfalls ein S und D an, so dass S~'AS = D
eine Diagonalmatrix ist.

(c) Entscheiden Sie, ob A invertierbar ist und geben Sie gegebenenfalls A~! an.

Aufgabe 4. [3 + 4 + 3 = 10 Punkte]

Sei V = {a+bV2]|a,becQ}.
(a) Zeigen Sei, dass V ein Q-Untervektorraum von R ist.
(b) Bestimmen Sie eine Basis B von V als Q-Vektorraum und folgern Sie die Dimension von V.

(c) Betrachten Sie nun den Vektorraum U = Q[X]<2 und die Basis A = (1, X, X?) (dass A eine Basis von U
ist, muss nicht gezeigt werden). Sei aufierdem ¢ : U — V, p(X) — p(v/2), eine Abbildung, die v/2 anstelle
von X in ein Polynom einsetzt. Diese Abbildung ist linear und wohldefiniert (muss nicht gezeigt werden).
Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix M%(¢) von ¢ beziiglich der Basen A und B.
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Aufgabe 5. [3 + 4 + 3 = 10 Punkte]

Sei (V,(-,-)) ein Pra-Hilbert-Raum mit induzierter Norm ||v|| = y/(v,v). Zeigen Sie, dass fiir alle u,v € V gilt:

(a

(

) M+ ol + [l = vf? = 2(|[ul? + []o]|?)
(b) [Ju+v[| = |ju =[] <= (u,v) =0

)

(c) Ist eine der Bedingungen in (b) erfiillt, so gilt Py (u+v) = v fiir die Projektion von u + v auf die lineare
Hiille von v.

Aufgabe 6. [2 + 2 + 2 + 2 4+ 2 = 10 Punkte]
Entscheiden Sie iiber folgende Aussagen, ob sie wahr oder falsch sind. Begriinden Sie ihre Antwort.

(a) Jedes Element in Z/25Z hat ein multiplikatives Inverses.
(

)
b) Das Polynom X* + 2 hat in Z/18Z eine Nullstelle.
(c) Die Signatur von (1,2,3,4) € S ist 1.

)

(d) Es gibt eine lineare Abbildung ¢ : R* — R3, die injektiv ist.

(e) Die Matrix < > ist in C diagonalisierbar.
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Danke fiir die Hilfe an alle Beteiligten.
Keine Garantie auf Korrektheit.
ETEX von Marvin Borner.



