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1 Regulare Sprachen und endliche Automaten

1.1 Motivation

e Eingabe
o Verarbeitung (Berechnungen, Zusténde)
o Ausgabe

1.2 Worter und Sprachen

Definition

Ein Alphabet % sei eine nicht-leere, endliche Menge. Ein Wort w ist entsprechend eine
Folge von Elementen aus .

Beispiel

o ¥ ={a,.., 2z}, w=luxburg, lw| =7

Y™ ist die Menge aller Worter der Léange n. Die Kleene’sche Hiille ist ¥* := (J;—y X".
W = (2 B

Sprache L diber % ist eine Teilmenge von X*.

Definition

Eine Konkatenation ist eine Aneinanderhdngung zweier Worter v und w. Eine Konkatena-
tion zweier Sprachen Lq, Lo ist Lj o Ly := {uw | u € L1, w € Lao}. Die Kleene’sche Hiille
einer Sprache L ist dann L* := {z;...xx | x; € L, k € Np}.
~——
Konkatenation von k& Woértern
Eine k-fache Aneinanderhéngung von Wortern ist wg = w...w.

k-mal

Beispiel

e w =010, u = 001, wu = 010 001, wwu = 001 010 001
il e

o w? =010 010 010

Bemerkung

Die Konkatenation auf ¥* hat die Eigenschaften:
o assoziativ: a(bc) = (ab)c
e nicht kommutativ: ab # ba
e neutrales Element €: ea = ac =a
e ein inverses Element

Definition

Ein Wort x heifit Teilwort eines Wortes y, falls es Worter u und v gibt, sodass y = uxwv.
e Falls u = ¢, x Prdfix von y
e Falls v =€, x Suffix von y
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Beispiel

e 01 ist Teilwort von 00111
e 10 ist Prafix von 1010011
e 011 ist Suffix von 10101110011

1.3 Endlicher, deterministischer Automat

Definition

Fiir einen endlichen, deterministischen Automat (Q,%, 9, qo, F) ist
e () eine endliche Menge der Zustdnde
o 3 das Alphabet
e §:Q x ¥ — Q die Ubergangsfunktion
e qo € Q der Startzustand
o« F C @ die Menge der akzeptierenden Zustinde

Beispiel

Q={q1,q,q3}, X ={0,1}, q1 Startzustand, F = {g2}.
0 kann dargestellt werden durch

/ 0 1
Q1 Q1 g2
92 43 Qg2

g3 42 Qg2

Die Zustandsfolge ist mit w = 001

0 0 1
qg1 — q1 — q1 — q2.

Definition

« partielle Ubergangsfunktion: nicht alle Ubergéinge sind definiert
« totale Ubergangsfunktion: alle Uberginge sind definiert

Definition

Eine Folge sq,...,8, € @ von Zustidnden heifit Berechnung des Automaten M =
(Q,X%,6,q, F) auf dem Wort w = wj...wy,, falls

* S50 = 40,9

o Vi= 0, I (R 1: Si+1 = (5(si,wi+1)
Es ist also eine “giiltige” Folge von Zustédnden, die man durch Abarbeiten von w erreicht.
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W

Beispiel

1 0

sari—(2)

e w = 001 ergibt die Zustandsfolge 191192

Definition

Eine Berechnung akzeptiert das Wort w, falls die Berechnung in einem akzeptierten Zustand
endet.

Die von einem endlichen Automaten M akzeptierte (erkannte) Sprache L(M) ist die Menge
der Worter, die von M akzeptiert werden:

L(M) :={w € ¥* | M akzeptiert w}

Bemerkung

Eine Berechnung kann mehrmals in akzeptierenden Zusténden eintreten/austreten. Wichtig
ist der Endzustand, nachdem der letzte Buchstabe des Eingabewortes verarbeitet wurde.

Beispiel

1

start —>
0

e w=1101 — q1g2¢q2q1g2 — w wird akzeptiert
e w =010 — q1q1g2q1 — w wird nicht akzeptiert
Es folgt:
L(M)={w e ¥* | w=¢ oder w endet mit 0}

Definition

Sei § : Q x ¥ — @ eine Ubergangsfunktion. Die erweiterte Ubergangsfunktion 6*: Q x X* —
Q@ sei induktiv definiert:

o 0*(q,e) =q fir alle g € Q

e Filirw e ¥* a € X ist:

Lesen von Buchstabe a
5 (q, wa) = 6(8*(q,w),”a>).
———

Zustand nach Lesen von w
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1.4 Regulidre Sprachen und Abschlusseigenschaften

Definition

Eine Sprache L C X* heifit requldre Sprache, wenn es einen endlichen Automaten M gibt,
der diese Sprache akzeptiert.
Die Menge aller reguldren Sprachen ist REG.

Satz

Sei L eine regulire Sprache iiber ¥. Dann ist auch L := ¥* \ L eine regulire Sprache.

Beweis

o L regulir = es gibt Automaten M = (Q, ¥, 0, qo, I'), der L akzeptiert
o Definiere “Komplementautomat” M = (Q, %, 9, qo, F) mit F:=Q \ F.
e Dann gilt:

w e L <= M akzeptiert w nicht
<= M akzeptiert w.

Q.E.D.

Satz

Die Menge der reguléren Sprachen ist abgeschlossen beziiglich der Vereinigung:

Li,Ly € REG = L; ULy € REG.

Beweis

Sei My = (Q1,%1, 91, 1, F1) ein Automat, der L__1 erkennt, My = (Q2, X2, 62, s2, F5)
ein Automat, der L_ 2 erkennt.
Wir definieren den Produktautomaten M := M; x My: M = (Q, %, A, s, F') mit
e Q=Q1XxQ2
e X =231U2Xo,
. \S’/Z (81,82), F = {(fl,fQ) ’ f1 € Fi oder f2 € FQ},
neuer Startzustand

¢ A QxT-Q,

neue Ubergangsfunktion

A((:}J»\TL)’\Q’_) = (51(7‘170')75(7‘2’(1))'
€Q1 €Q2 €X

Ubertragung der Definition auf erweiterte Ubergangsfunktionen: Beweis durch
Induktion (ausgelassen).

Nach Definition von F' akzeptiert M ein Wort w, wenn M; oder My das entspre-
chende Wort akzeptieren. Der Satz folgt. Q.E.D.




1 Reguldre Sprachen und endliche Automaten

Beispiel
M1:
0 1
1
start —>
0
MQZ TODO
0
1
(0
0

M1 X MQZ TODO
0 1

1
0
0

Satz

Seien Li, Lo zwei regulére Sprachen. Dann sind auch Ly N Lo und Ly \ Ly regulére Sprachen.

Beweis

e L; N Ly: Beweis funktioniert analog wie fiir Lj U Lo, nur mit
F:={(q1,92) | 1 € F1 und g2 € F»}.

. LI\LQ:LquQ

1.5 Nicht-deterministische Automaten

Beispiel

TODO (ggf. auch Sipser).

1

sart (9
0
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Definition

Ein nicht-deterministischer Automat besteht aus einem 5-Tupel (Q, 3, d, qo, F').

e @, X, qo, F wie beim deterministischen Automat,
e 0:Q xXU{e} = P(Q) Ubergangsfunktion
(*): Die Funktion definiert die Menge der moglichen Zusténde, in die man von einem

Zustand durch Lesen eines Buchstabens gelangen kann.

Sei M = (Q, %, 4, qo, F) ein nicht-deterministischer endlicher Automat, w = wjy...w, € X*.
Eine Folge von Zustédnden s, $1, ..., $;m € @ heifit Berechnng von M auf w, falls man w
schreiben kann als w = ujug...u,, mit u; € XU { e }, sodass

Ubergénge ¢, hier u; = ¢
* S0 = qo,
o firalle0<i<m-—1:s;41€0d(81,Uit1)-
Die Berechnung heifit akzeptierend, falls s, € F.
Der nicht-deterministische Automat M akzeptiert Wort w, falls es eine akzeptierende

Berechnung von M auf w gibt.

Bemerkung

e-Transitionen: TODO.

Beispiel

Betrachte die reguldren Sprachen

o A:={z€{0,1}* | Anzahl 0 gerade}

e B:={x€{0,1}* | Anzahl 0 ungerade}
Zugehorige Automaten: TODO
Nun betrachte Konkatenation AB. Um die Sprache zu erkennen, miisste der Automat bei
einer Eingabe zunéchst einen ersten Teil A des Wortes betrachten und schauen, ob die
Anzahl der 0 gerade ist. Irgendwann miisste er beschlielen, dass nun der zweite Teil B
des Wortes anfingt und er miisste schauen, ob dort die Anzahl der 0 ungerade ist.

"Irgendwann" = nicht-deterministisch.

TODO: Graph.

1.6 Maichtigkeit

Bemerkung

Die Méchtigkeit eines Automaten wird hierbei beschrieben durch die Anzahl an Sprachen,
die dieser erkennen kann.

Definition

Zwei Automaten M, My heiflen dquivalent, wenn sie die gleiche Sprache erkennen:

L(My) = L(M>)
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Satz

Zu jedem nicht-deterministischen endlichen Automaten gibt es einen dquivalenten deter-
ministischen endlichen Automaten.

Beweis

Lang aber trivial. Basically konstruiert man einfach eine deterministische Uber-
gangsfunktion auf den nicht-deterministischen Verzweigungen.

Satz

Es folgt:
Eine Sprache L ist reguldr <= es gibt einen nicht-deterministischen Automaten, der L
akzeptiert.

Satz

Die Klasse der regulédren Sprachen ist abgeschlossen unter Konkatenation:

Ly,Ly € REG — [L[1Ls € REG

Satz
Die Klasse REG ist abgeschlossen unter Bildung der Kleene’schen Hiille, d.h.:

L € REG = L* € REG

1.7 Regulidre Ausdriicke

Definition

Sei ¥ ein Alphabet. Dann:

leeres Wort

e 0 und "= sind regulire Ausdriicke.
—~

leere Sprache
o Alle Buchstaben aus X sind regulare Ausdriicke.

e Falls Ry, Ro regulire Ausdriicke sind, dann sind auch die folgenden Ausdriicke
regulér:
— R1 U Ry,
— Rio Ry,
- Rj.

Definition

Sei R ein reguldrer Ausdruck. Dann ist die von R induzierte Sprache L(R) wie folgt
definiert:

e R=0 = L(R)=10

e R=¢ = L(R)={¢

e R=cfireinoce¥ = L(R) = {0}
e R=RiURy = L(R)= L(R1)U L(Ry)
= L(Ry) o L(R2)

e R=RioRy — L(R
(

)
« R=Ri = L(R) = (L(R)))*
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Eine Sprache ist genau dann regulédr, wenn sie durch einen reguldren Ausdruck beschrieben

wird.

Beweis

Strukturelle Induktion. Tja.
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